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Vecteurs cycliques et commutativité des commutants 
Par BÉLA SZ.-NAGY à Szeged et CIPRIAN FOIAÇ à Bucarest 
Introduction 
Pour un opérateur (linéaire, borné) T dans l'espace de Hilbert § on désignera 
par (TY le commutant de T, c'est-à-dire l'ensemble des opérateurs qui permutent à T. 
Envisageons les trois propriétés suivantes possibles de T: 
(i) T admet un vecteur cyclique ; 
( i j T* admet un vecteur cyclique; 
(ii) (Ty est commutatif. 
Dans le cas d'un espace § de dimension finie, ces propriétés.sont équivalentes, 
et il en est de même des opérateurs normaux dans un espace $ de dimension quel-
conque. Ces faits sont bien connus. Un résultat récent est que ces propriétés sont 
équivalentes aussi pour les opérateurs (en général non normaux) de classe O,;1) 
cf. [3]. 
D'autre part, on sait que si S est une translation unilatérale simple (p. ex. la 
multiplication par e" dans l'espace H2 du cercle unité), l'opérateur T = S*® S* 
vérifie (i) sans vérifier (i*) (cf. [1], section 126), et il est manifeste que T ne vérifie 
pas (ii). Ainsi, en général, (i) n'entraîne pas ni (i*) ni (ii). (Mais il est un problème 
ouvert de savoir si (i) &0*) entraîne (ii)). Le fait que, en général, (ii) n'entraîne 
pas (i), vient d'être démontré par J . A. DEDDENS : Intertwining analytic Toeplitz 
operators (preprint). 
Dans la présente Note on étudiera des cas nouveaux où (i) entraîne (i+) 
ou (ii). Une partie de ces résultats a été annoncée au Symposium sur la Théorie 
des Opérateurs, 1—5. juin 1970, Bloomington, Indiana; cf. [4]. 
r) Un opérateur T est de classe C0 s'il est une contraction complètement non-unitaire et telle 
que u(T)=0 pour une fonction « analytique et bornée dans le disque unité ouvert, u^O. 
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Opérateurs de classe Ci. 
Théorème 1. Pour un opérateur T de classe C,,2) la propriété (i) entraîne les 
propriétés et (ii) dans chacun des cas suivants: 
(a) il y a du moins un point dans Vintérieur du cercle unité qui n'est pas une valeur 
propre de T* ; 
(b) T est complément non-unitaire (c. n. u.J.3) 
Remarque. En échangeant les rôles de Te t T* on obtient le dual de ce théo-
rème. Nous allons donner la démonstration pour cette forme duale du théorème, 
équivalente. 
Démonstrat ion . 
1. Commençons par quelques faits subsistant pour une contraction quelcon-
que Tdans 
Soit U+ la dilation isométrique minimum de T, opérant dans un espace 
« , (=>§) . On a 
(1) TPç, = PS)tI+ et + nso 
où désigne la projection orthogonale de au sous-espace 
Soit 91 le sous-espace de dans lequel U+ est unitaire: 
(2) X=Ç)U"+&+. 
n ë O 
En désignant par P^ la projection orthogonale de sur le sous-espace 91, on a 
(3) P^h = \imU"+T*"h pour tout 
tt-~ OO 
cf. proposition II. 3. 1 dans [2]. Il en dérive que 
(4) U+P*T*h = P*h pour tout h£§>. 
Les opérateurs 
(5) . X = Pn\9> (S^M) et X* — 19î (91 — $ ) 
sont évidemment adjoints l'un à l'autre. En multipliant dans (4) par l'adjoint de 
l'opérateur unitaire 
(6) R = U+ |SR, 
2) La classe Cx. est constituée des contractions T telles que T"h ne tend fortement vers 0 (lorsque 
») pour aucun La classe C. j est le dual de la classe C. t : elle est constituée des con-
tractions T telles que T*"h ne tend vers 0 pour aucun h £ h^O. On pose C 1 1 = C 1 . n C . 1 . 
3) II suffit aussi dé supposer seulement que la partie unitaire de T ait son spectre absolument 
continu. 
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on obtient 
(7) XT* = R* X. 
En posant 
(8) = (=ЛГ$) 
et 
(9) Г = Л * | 9 ? 0 , 
il s'ensuit de (7) que 
(10) K9?0c. 9î0, ' 
et de (1), (6) et (8) il s'ensuit que 
(11) 91 = PXR + = V P*U% b=VU"+ Ря§> = V IFSRo. 
n^o >ieo n&o 
V est donc une isométrie dans 9?0 et R* est un prolongement unitaire minimum 
de V. 
Notons la conséquence de (1), (4) et (5): 
(12) X*X = Pç\\mUn+T*n = l i m l T " ; 
il s'ensuit que 
(13) WXhf = lim\\T*"h\\ pour tout Л6S>-
oa 
Cela montre que si T£C.on a Xh = 0 pour h= 0 seulement et que par con-
séquent 
(14) = 
La relation (7) entraîne pour n =0, 1, ... 
(15) a) XT*" = R*n X et b) T"X* = X* R". 
Montrons, toujours dans l'hypothèse ГбС. г , que si R admet un vecteur cycli-
que r (dans 9Î), T admet un vecteur cyclique X*r (dans §) et (T)' est commutatif. 
La première assertion est une conséquence immédiate de (15 6) et (14). 
Dans la démonstration de la seconde assertion on observe d'abord que l'existence 
du vecteur cyclique r pour l'opérateur unitaire R entraîne que (R)' est commutatif. 
Ensuite on applique le théorème sur la dilatation des commutants (cf. [2], version 
anglaise, théorème IL 2. 3): A tout AÇ.(T)' on peut attacher un B£(U+)' tel que 
A = РЬВЬP%B(I — />ô) — 0 et par conséquent 
(16) АРЬ = РЬВРЬ = PbB. 
De plus on a 
в я = B f ) и';я+с п Bue+st+ = п ип+вя+с. п = 9?. 
n S O « г о ПВО л Е О " 
12« 
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Donc C = 5|9Î est un opérateur dans 91 et il est manifeste que BÇ.(U+)' entraîne 
C€(R)'. De plus, on déduit de (16) et (5) que 
(17) AX* = X*C. 
Soient Ai, A2 £(T)' et soient C l 5 C2£(R)' les opérateurs y attachés de cette 
manière. En appliquant (17) on obtient 
./12 1 = 2 Â * Ĉ  C2 ^i = Af Ci —• A | Af* C2 = ^ 1 AT*. 
Vu (14) on en déduit que A2Ay =A, A2. 
2. Pour achever la démonstration du théorème pour un TÇC.y tel que T* 
admet un vecteur cyclique h i l n'y a donc qu'à chercher dans quelles conditions 
additionnelles l'opérateur correspondant R a-t-il un vecteur cyclique. 
Observons d'abord que (15a) entraîne que le vecteur r0=Xh^ est cyclique pour 
l'opérateur V dans 9i0, définis par (8) et (9). 
Dans le cas où 9î0 coïncide avec l'espace entier 91, on a V = R*. Or, R* ctant 
unitaire, le vecteur cyclique r0=Xh# pour R* est cyclique pour R aussi.4) 
Ainsi, dans le cas 9?0=9l tout est démontré.5) On sait que ce cas se présente 
toujours quand les valeurs propres de T ne recouvrent pas tout l'intérieur du cercle 
unité (cf. [2], proposition II. 3. 2). 
Passons au cas où 9l0 ^ 91. Dans ce cas, l'opérateur V n'est pas unitaire. 
Supposons que la partie unitaire de la contraction T(Ç.C.i) a son spectre 
absolument continu. Il en est alors de même de la dilatation unitaire minimum 
U de T (conséquence de [2], théorème II. 6. 4) ainsi que de la relation R* = i/*|9î. 
Soit {£,} la famille spectrale attachée à R* et posons 
< * ( ' ) = -^-(Etr0,r0). 
4) Cela subsiste même pour tout opérateur normal N. En effet, si N admet un vecteur cyclique v, 
n 
il existe pour tout entier v s O et tout £ > 0 un polynôme/>(2)= 2 t e ' 1 u e pour M—N*v—p(N) 
o 
on ait l|Afell-=e. Comme M est normal, on a \\M*v\\ = HMvïï,. d'où , . 
n 
Wvv-q(N*)v\\<e où q(X) = 2cmK". o • 
Cela montre que le sous-espace déterminé par les vecteurs N*"v (ji = 0 ,1, ...) comprend les vecteurs 
Nvv (v=0, 1, ...), donc coïncide avec l'espace entier. Ainsi, v est cyclique pour N aussi. 
6) T admet alors le vecteur cyclique h=X*r0=X*Xht. Eu égardà(12) on obtient donc que dans 
le cas en question tout vecteur cyclique pour T* engendre un vecteur cyclique /! pour T moyennant 
la relation h = lim T"f*"ht. 
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Pour n Êf f iS0 on a 
2n 
(Vr0, Vr0) = (Vn-mr0, r0) = (R*"-mr0, r0) = f e'<—">'«(t)dt. 
o 




= / Zc.e* O 
a(t)dt 
pour des coefficients cm quelconques. Puisque r0 est cyclique pour V et que V n'est 
pas unitaire, r0 ne peut appartenir à donc r0 a une distance positive d à V3l0. 
Mais on déduit de (18) que 
2K 
d2 = inf f \l+p(e")\2a(t)dt 
PO 
où p parcourt la totalité des polynômes s'annulant à l'origine. D'après un théorème 
de S Z E G Ő '{cf. [2] , n° IT. 6 . 2 ) on a donc log a(t)£Ll ( 0 , 2 ^ ) et par conséquent il existe 
une fonction extérieure uÇ. H1 telle que jAx(i) = \u(e")\ p. p. (cf. p. ex. [2], n°IIL 1. 1). 
En vertu de (18), l'application 
2cmVr0- •2cmeim'u(eu) 0 0 
est isométrique; en la prolongeant par continuité on obtient une application unitaire 
T: 9Î0 —// 2 (l'espace de Hardy—Hilbert). 
(Ici on fait usage de ce que r0 est cyclique pour V, et du théorème de Beurling que 
les fonctions extérieures (et celles-ci seulement) son cycliques pour l'opérateur S 
de multiplication par e" dans H2.) Comme V est le transformé par l'opérateur 
unitaire T - 1 de 5, V est aussi une translation unilatérale simple. Par conséquent, 
le prolongement unitaire minimum R* de Kest une translation bilatérale simple et il 
est alors de même pour R. 
Or, cela entraîne que R admet un vecteur cyclique. En effet, si l'on représente 
R par l'opérateur de multiplication par e" dans L2(0,2n), toute fonction w£L2(0,2n) 
telle que w(t) ¿¿0 p. p. et log |w(f)| est cyclique pour R. Par le théorème de Szegô 
déjà cité (cf. p. ex. [2], n° II. 6. 2) on a alors notamment 
2n 
inf f \\ + p(eu)\2\w(t)\2 dt = 0 
p 'o 
(où p parcourt les polynômes s'annulant à l'origine), d'où il s'ensuit que le sous-
espace de L2(0,2n) sous-tendu par le système {e""w(t)}^=0 comprend aussi les 
fonctions e~'"'w(t) (n = 1, 2, ...); or comme w(t) p.p., le système {e'"'w(i)}!!„ 
sous-tend évidemment l'espace entier L2(Q,2n). 
Ainsi, dans tous les cas considérés, R admet un vecteur cyclique. Cela achève la 
démonstration du.théorème 1. 
№ 
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Contractions faibles 
Une contraction T dans l'espace de Hilbert § est appelée faible si son spectre 
ne recouvre pas le disque unité et I— T*T est de trace finie. Une contraction c. n. u. 
faible T admet une „décomposition C0—CX1", c'est-à-dire qu'il existe des sous-
espaces § 0 et i>L de ultrainvariants pour T 6 ) et tels que 
(19) S o V S ^ S , $0 0 0 ! = {0}, 
et que 
T0 = T\Ç>0eC0 et r 1 = r | S 1 € C n . 
Notons par Qi la projection orthogonale de § à (/ = 0, 1). On a 
(20) T"Q, = Q,T*Qt, QiT*" = QiT*"Qi ( i=0 , 1; n = 0,1, ...)• 
Supposons de plus que T* admet un vecteur cyclique h. On a alors pour / = 0, 1 : 
& = QIZ> = QI V T*'h = V Q,T*"h = v QiT*nQth; 
n s O n ë O « S 0 
puisque QiT^fô^T*", il s'ensuit que le vecteur Qth est cyclique pour T*. 
Comme T£ est de classe C0, l'existence d'un vecteur cyclique pour entraîne 
que (T1 )̂' soil commutatif; cf. [3]. D'autre part, (T*)' est commutatif d'après le 
théorème h Mais alors (T0)' et (T t)' sont aussi commutatifs. Or, cela entraîne que 
(T)' est aussi commutatif. 
En effet, si A 6(7% ona/ iô . cf),- (/ = 0,1) parce que est ultrainvariant pour T. 
En posant /4, = /l|ij; on obtient: 
^.r,. = = T^iS,. = r,.^., 
donc Ai permute à Tt (/ = 0, 1). En envisageant encore un A' on aura 
AA'IS, = AVA[ =A\Ai = A'Afèi (/ = 0 , 1 ) 
et, grâce à la première relation (19), AA'=A'A. Donc (T)' est commutatif. 
Vu que chacune des propriétés: 
a) Test une contraction faible, C; n. u., 
b) (T)' est commutatif, 
entraîne la même propriété pour T*, nous pouvons énoncer notre résultat dans la 
forme suivante: 
Théorème 2. Pour toute contraction c. n. u. faible T, telle que T ou T* admer un 
vecteur cyclique, (T)' est commutatif. 
6) C'est-à-dire invariants pour T ainsi que pour tout opérateur permutant à T. 
c3) 
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